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Плещинекий Н.Б . 
0?1:1469-{ Общаа характеристика работы 
Актуальность темы . Предлагаемая диссертация посвящена разработке 
конструктивных методов решения задачи Дирихле (задача Д) и ее обобщения с 
производными и юпеrралами в граничном условии (задача А) для mmейных 
уравнений в частных производных второго порядка эJUIШПическоrо пmа 
ro дu 





с вещественно-аналиrическими коэффШJ,Иенrами а. Ь, с в случае плоских облас­
тей, оrраничеЮIЫХ алгебраическими кривыми. 
При аиалкrических коэффициентах (веществеЮIЫХ ИJПI · комплексИЬIХ) 
построени.е решений эллиiПИЧеских уравнений и изучение их свойств прово­
дится и проводилось чаще всего Ме1!'одамн комплексного анализа. По этой теме 
опубликовано очень много работ. Однако все известные результаты, послу­
жившие основой для данной диссеJЛации, имеются в монографии И.Н. Векуа 
(«Новые Ме'IОДЬI решения эллиптических уравнеНИЙ>>. -М. -Л. : оrиз Гостех­
юдат, 1948. -296с ). Он изучил реrJлярные в конечносвязных областях Т реше­
ния u(x,y) уравнеmт (1) методом продолжеШIЯ на комплексные переменные х и 
у, что достшается переходом к новым комплексным перемеШIЫ 
z:: х + iy ~=x-iy (3) 
(~ = z только при веществеННЬlХ х, у). Вместо (0.1) получается комплексное в 
общем случае уравнение 
д2U дU дU 
F(U) =-+ A(z,~)- + B(z,~)- + C(z,QU(z,Q =О 
дЩ(, дz ~ 
(4) 
с новой неювестной функцией 
U( о - ('' + ~ z- ~) Z ·U -----
' 2 ' 2i ' (5) 
3 
и новыми коэффициеiПами А, В, С, аналкrическими в некоторой области 
(ilx Q) пространства двух комnлексных переменных z, ~- При этом в (4) под 
д д 
iJz. и ~ надо понимать операторы комплексного дифференцирования 
~ =~(~ -j~).;=н~ +i:} (6) 
Для тобого реrу.лярного решения, как вещественного, так и коМIUiексного, бы­
ло получено представление в виде линейного юпегралъного оператора, содер­
жащего произвольные голоморфиые в Т функции одного комплексного пере­
менного, при этом число этих функций определяется порядком связности об­
ласти Т с Q. И.Н. Векуа показал (гл.З), что его шпегралъиые представлеНЮI 
удобны при решеiПfИ граничных задач Д и А в случае конечносвязНых областей 
Т с тmуновскимн границами дТ. реrушrрные решения этих граничных задач он 
записывал в виде своих формул, вхоJVПЦИе в них неизвестные голоморфные 
фуmсции записывал в виде некоторых шпегралов с неизвестными плотностями, 
для определеНЮI которых на основе граничного условШI получал сингулирное 
юпегралъное уравнение ИJП1 же уравнении Фредгольма. 
В начале 90-х годов были защищеНЬI. две кандидатские диссер1:8ЦИИ. вы­
полненные 3. Нугом (l99lr.) и А. Аль-Джауром (l992г. ) на кафедре дифферен­
циальных уравнеШIЙ Казанского уюmерсиrета под руководством профессора 
Л.И. Чибриковой. В этих диссертацiОIХ речь шла о решении граничных задач Д 
и А в случае областей Т, ограниченных алгебраическими кривыми, пуrем пере­
носа этих задач на риманову поверхность симметрии границы дТ. В первой из 
диссертаций задачи Д и А решалнсь для вещественногоДУ (1), во второй- дм 
системы таких эллипrических уравнений. НастоящЭJI диссертация непосредст­
венно связана с работой 3. Нутом. В ней задачи Д и А рассматривались дм об­
ласти Т, коr да ее грающей служкr либо задаин.ая. алгебраическЭJI кривая 
L : р(х, у) = О, (7) 
4 --.... -.~-=-
1 :;-;·;.- ~. 
1 
,· ,. :· 
' , ' , .. =- · ·' i - А 
либо части кривой L и ее осей симметрии. Обе задачи Д и А решаются факти­
чески одним приемом : исходные граничные условия задач Д1\Я u(x,y) на основа­
нии (5) переносились на функцию U(z,l;) анаmпическую на римановой поверх­
ности симметрии кривой L 
. _ [z+~ z-~]-9! • . P(z,Q=p -2-,Тi - 0, (8) 
точнее аналитическую в обласm т. с 9!, с границей L, : ~ = z , проекцией кото­
рой на плоскость z является дТ, и в случае задачи Д Д11Я U(z,l;) в т. получалось 
задача Шварца, а в случае задачи А- orum. задача А; по найдеиной U(z,l;) неиз­
вестная голоморфпая в Т функция в представлении И.Н. Векуа получалась об­
ращением оператора Волътерра в Т. 
теоретическое и nрикладное значщmе граничных задач ДJIЯ эJIЛИПIИЧе­
ских уравнений (1) во многих разделах науки и техникн хорошо известно, по­
этому как совершенствование имеющихся, так и разработка новых методов их 
решения еще долгое время будет актуальной темой ДJUI исследований. Почти 
нет эффективНЬIХ методов решения гр8НИЧНЪlХ задач, nримеНИМЬIХ хотя бы в 
отдельных частных случаях. Методы И.Н. Векуа и 3. Нуга почти ничего в :пом 
направлении не дают из-за сложности применяемого аппарат (с, и. у. , краевые 
задачи на римановых поверхностях). 
Uелъ работы. В диссертации разрабатывается новый метод решения тех 
же граничных задач Д и А Д11Я уравнения ( 1) с аналиrичеасими коэффициекrа­
t 
ми. В случае односвязнъrх областей с алгебраическими грашщами удалось вы-
делить класс звездных областей, Д11Я которых этот метод может быть эффек-
тивным. 
Общая методиi<а исследования. Задачи Д и А в случае односвязных об­
ластей Т с алгебраическими границами (как в работе 3. Hyra) на риманову по­
верхность не переносятся. Их решения отыскиваются в виде mпеrралъных 
формул И. Н. Векуа содержащих неизвестную голоморфную в Т функдню fP(Z), 
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но ДJ1JI ее определения исnользуется идея Л.И . Чибриковой, основанная на ус­
ловии симметрии 
U(~,z) = U(z,~), (9) 
вытекающем из формулы (5) в силу веществеЮJости функции u(x,y). С nомо­
щью соотношения (9) обе задачи приводятся в конечном счете к обращению 
оператора Волътерра на дТ и решеюоо задач Д и А в той же области Т, но уже 
ДJ1JI голоморфной функции 9'(z) . Метод может быть эффективш.rм ДJ1JI звездных 
областей. 
Научная новизна. Новой DJIReтcя вся схема метода решения обеих задач. 
основаннu на сооnюmении (9) и, в часпюсти, вывод дополниrельных условии 
на ат, обеспечивающих эквнвале1П1ЮСТЬ исходных задач Д и А ДJ1JI эЛJIИIПИЧе­
ского уравнения (1) и одноименных задач длн голоморфных в Т фуню..щй. 
Теоре111Ческая и практическая цеююсть. Работа в целом носкr теоретиче­
ский характер, JIВJWICЬ заметным вкладом в теорию граничных задач ДJ1JI урав­
нений элmппического ТШlа в случае плоских областей с алгебраическими гра­
шщами. Получение в ней условЮI эквиваленrности задач Д и А ДJ1JI эллиmиче­
ского уравнения ( 1) и ДJ1JI голоморфных фующий одного nеремениого могут 
представпять mrrepec и ДJ1JI прикладнихов. 
Апробация работы. Результаты работы докладывались на семинарах ка­
федры дифференциальных уравнений Казанского уииверсиrета (КГУ) и на m·о­
говый конфереiЩИИ КГУ 1999 года. 
Публикации. Основные результаты диссертации представлены к депони­
рованию в двух статьях (39 и 10 страшщ). Первая выпо;mена в со автор<.-rве с 
научным руководителем, которому прииадпежат пОС'fа.Новка задачи и общие 
указания о подходе к решению. 
Струюура и объем работы. ДиссертацFIЯ изложена на 79 страницах (word, 




Введения содержит краnсий литераrурный обзор, обоснования темы дис­
сертации и краткое содержание всей работы . 
§ 1 представляет собой реферат по главам 1 и 3 монографии [ 1] И .Н . Ве­
куа . Основное вн-r~мшше уделено оnисанию общих представлений регулярных 
решений уравнения (1) и решению задач Д и А для этого уравнения . 
§2 ТШ<Же является вспомогательНЪ/м . Здесь очень коротка описаны основ­
ные характеристики алгебраических кривых (nорядок, род, тиnы особых точек), 
связанных с ними римановых nоверхностей симметрии и основы nрименення 
этих поJВерхностей nри решении краевых задач пmа Гильберта для голоморф­
НЬIХ фушщ:и:й одного переменного. При оrrnсании основных классов симмет­
ричных римановых поверхностей использован nример - nоверхность симмет­
рии овалов Касснних. 
В §§3 -7 изложен оригиналышй материал диссертации. 
В §3 изложена схема решеюш задачи Д для односвязной звездной облас­
ти Т с .Q, ограниченной алгебраической кривой L, заданной алгебраическим 
уравнением (7); et: род р ~ О и состоит она из одного овала. 
Задача Д сформулирована следующим образом: 
найти регулярны·~ в области т сn решения u(x, у) вещественного урав­
нения (1), неnрерывно nродолжимое на дТ всюду, исКJПОчая разве что конеч­
ное число точек t" t 2 , ••• ,t,, и удовлетворJUОщее граничному условию 
(10) 
где f - заданная деиствит~льная функция, удовлетворJUОщая условию Гельдера 
во всех точках t е дТ \ !.t,. t ,, ... ,t, }, а в точках t" t 2 , •.• ,t, могут быть точки разры-
ва первого рода . 
Здесь n есть так Н;}ЗЫваемая. основная область уравнения ( 1 ). Это - об­
ласть Ш{алитичности комnлексного уравнения F(U)=O (4), nолученного из урав­
нения (1) переходом к комплексны" персменным z и с; (3). Функция U=U(z,l:.;) 
(5) является С - анашпической по :l., с; в цилиндрической области (О х О) и на-
зывается обычно аналитическим nродолжением u(x,y) на комплексные nepe-
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менные z, ~- Исnользуя функцию Рнмана Ci(t, t;z,~) уравнения F(U)=O ( 4 ), И .Н. 
Векуа показал, что nри вещественном уравнении (IJ все С - аналитические в 
(il x il) решения уравнения (4) имеют вид 
z 
U(z, ~) = G(z, Zo; z,~)tp(Z)- Jtp(t)H(t, z. ; z,~)dt = 0[ tp(z)J, (11) 
z. 
- д - - -Н(t,zo ; z, ~) = дt G(t,zo ; z, ~)- B(t,zo )G(t, zo ; z, ~) (12) 
где tp(z)- nроювольная функция, голаморфная в n, а все регулярные в n ре­
шения уравнения (1) определяются формулой 
u(x,y) = ReU .(z,z). (13) 
Решение задачи д будет определяться формулами ( 11)-(13), если в I·ШХ функ­
цию tp(z) определmъ так, чтобы на дТ выполнялось заданное условие ( 1 0). 
Здесь в диссертации предлагается метод определения функпни q>(z), го­
ломорфной в Т сn, отличный от методов И.Н . Векуа и 3 .~ Нута. Совершив в 
уравнении L (7) переход к комплексным персменным z, l; (3), получаем уравне­
ние римановой nоверхности 91. (8), на которой образом L=д1 будет линия 
L. : z = 1;, ~ = ~ (~Е L)' (14) 
являющаяся линией симметрии 91. с закон.Jм симметрии (z.~) ~ (~,z) . Проек­
ци.ей L=дТ на плоскость z является линия L.=дТ. Из rраничного условия (10) на 
основании (5) nолучается на дТ граничное условие 
ReU( Z, Qj Lz = ReU( ~' ~) = f( .;), ~ Е дТ. (15) 
Л.И . Чибрикова обратила наше внимшие на то, что на основании сеют­
ношения (5), связывающего между собой mобое регулярное в Т решение u(x,y) 
уравнения (1) и С- аналитическое решение U(z,l;) в (Т > Т) vравненни (_4) в си-
лу вещественности u(x,y) имеет место условие симмt:трии (9! ; поэтому при ре­
шении задачи Д для уравнения (1), эквивалентной задаче Шварца (15), следует 
попытаться построить ее решение методом симметрии по аналогmt с этим ме-
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тодом в случае задачи Д для гармонических функuий и задачи Шварца для 
функций, голоморфных в круге функций. При осуществлении такого метода 
nолучилась следующая схема решения задачи Д. 
Отыскиваем решение задачи Шварца (15) в виде формул И.Н . Векуа ( 11 )-
( 13 ), в которых оnределенюо nодлежит неизвестная голоморфмая функция 
qJ(z) . Для её определения вводим вспомогательную кусочноrоломорфную на 
mz фунхцюо 
_ {U(z,~).(z. ~) Е (Т х Т), U.(z.~)- -=-=- _ 
U(~,z),(z,g Е (Т х Т). 
(17) 
На основаюm этих равенств U.(z,~) удовлетворяет условию симметрии (9), а ее 
предельные значения на .лиюm симметрии дТ оказываюrся связанными соот-
ношением 
- -u· c~. ~)+ u-c~.~)=2f(~). ~Еог. ( 18) 
Если при вычислении левой части ( 1 8) воспользоваться при представлении 
U(zД в (17) формулой И.Н . Векуа, то эту левую часть можно nредставить в ви­
де одного ингеrрального оператора e[ReqJ(~)], если наложить на Т дополни­
тельное требоваюtе звездности . При этом условии (18) примет вид 
e(ReqJ( ~)] = f( ~).~Е дТ . (19) 
Отсюда обращением оператора Волътерра второго рода nолучается краевое ус­
ловие задачи Шварца 
ReqJ( ~) = e -'[f( ~)], ~Е дf. (20) 
Если эта задача разрешима, то nодставив ее решение в формулы (11)-(13), по­
лучим соответствующее решение задачи Д Д11Я уравнения ( l ). 
При условии звездмости Т из соотношения ( 19) вытекает перестановоч-
ность операторов 
8[Re] = Re( 8] (21) 
и, как следствие, эквивалеJПность задач Шварца ( 15) и ( 19). 
Общим итогом параграфа является правило: 
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Чтобы решить задачу Д u • ( l;) = f{ l;) • l; Е ОГ в случае звездной Области Т 
ДЛЯ уравнения (1 ), надо обратить интегральный оператор Вольтерра е (19) и, 
решив задачу Шварца (20) для голоморфной функции tp(Z) в Т при доnолни-
ТСЛЬНОМ услОВИИ tp(zn) = IP{Z 0 ) (Z 0 Е n, nодставить найденное ЗНачение (или 
значения) в формулы ( ll )-( 13 ). 
В §4 схематично юложен пример, ил.люстрирующий решение задачи Д 
для уравнения Гельмгольца 
(22) 
в случае единичного крута Т: lzl < l. Здесь ОГ не имеет особых точек и гранич­
ное УСЛОВИе Задано В КаждОЙ ТОЧКе t Е Of: 
u·(t)= f(t}, t =eie ЕдТ, о~в-~ 21t. 
Продолжением уравнения (22) на комплексные перемеЮIЫе z, ~является 
д~U(z,~) + )..2 U(z r) =О 
дz.д(, 4 '., , 
(23) 
(24) 
а основной областью Q- вся комiUiексная IUiocкocrь z. Каждому С- аналитиче-
скому решешоо U.(zД в (Т х Т) уравнения (24) соответствует симметричное 
решеЮiе 
(25) 
ю которого при с; = z nолучается вещественное регулярное в Т решение 
u(x,y) = U(z,z) = ~p.(z,z) + u. (z,z)}= ReU .(z,z), (26) 
содержащее одну nроювольную голоморфную в Т функцию tp(z) = tp(z). 
УравнеЮfе (24) является самосопряженным и функция Римана для него 
ювестна: 
G = G(t, t;z.~) =<J.(л..J(z- t)(~- <)), (t,z Е Т,<,~ Е Т); (27) 
здесь <J.(v) есть функция Бесселя nервого рода нулевого nорядка 
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~o (v)= )_- , "' (-l)t (v)2t 
~ k!k! 2 
являющаяся по v целой функцией . 
Построить G (27) удобнее всего ю юпеrралъного уравнения Вольтерра 2-ro ро­
да, предложенного в монографии И.Н. Векуа ([1], с.27). Через G (27) тобое ре­
гулярное внутри круга lzl < 1 решение уравнения (22) записывается в виде 
u(x, у)= ReU о (z,z), 
Uo{z,Q = 8[tp{z)]= 
z д 




где доJDКНо быть <р(О) = q>(O) . Если учесть, что из (26) при z--. ~Е iJГ и ю (23) 
для Uo(z,<;) nолучается краевое условие 
ReU 0 ( ~~)=~~ ' /;Е Of, 
которое с помощью (28)-(30) приводится к такому виду 
e(Retp( ~] = Щ) 
или, что все равно, к виду 




Это уравнение Вольтерра однозначно обратимо, но nри получении формулы 
обращения 
Retp( ~) = е-•[~ /;)], 
резольвенту уравнение (33) прямым вычислением икrегрированных ядер луч­
ше не строкrь, слишком громоздкий счет; лучше учесть, что это уравнение (33), 
заnисанное в виде 
1 д 
Retp( ~)- JRetp{ l;тt)-3o(л.JI=ti~ТJ = ~ 1;), о дr] 
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становится частным случаем ипrегральноrо уравнеюtЯ (12•.9) ю [1], с . 69, фор­
мула которого лолучена И.Н. Векуа еще в 1945 году в работе [18] ю сnиска ли­
тературы монографин [ 1]. 
В §5 изложено решение задачи Д еще для одного элтuпического уравне-
Ю1Я 
4n(n + 1) 6.u + 2 2 2 u =О, n с N (1 + х +у ) (34) 
часто встречающеrося в мг:rематической фюике. В коМПJiексных перемешrых 
оно записывается так 
д2U + n(n+l) U=O 
дziJt, (1 + z Q2 ' (35) 
и, значиr, за основную область О можно нзять тобую односвязную область на 
С, в которой l + z(, *О, например, круг Т: lz! < 1. 
Так как для уравнения (35) A(z,~) = B(z,Q =О. то mпегральное уравнение 
Вольтерра для функции Римана V(z,~) = G(t, t;z,Q имеет достаточно nростой 
вид 
z ~ 
V(z.~) + Jd~ Jc<~, тt)V(~. тt)dтt = 1, (36) 
однако в монографин [1] (с.28) имеется УJКаЗание, что nри решении уравнения 
(36) лучше функцию V(z,Q строкrь как решение уравнения (35), учиrывая его 
самосопряженность и приведя его путем ~амены. переменных (указана в [ 1] на 
с. 29) к ювестному ДУ Эйлера. 
В днссертации это указание исnользовано лишь частично: 
G(t, t;z.~) = U(z,~) отыскивается как решениеДУ (35) но к уравнению Эйлера 
не приводнтся. Просто учитывается, что коэффщиешы ДУ (3 5) зависят от 
nроизведения Х = z(, и потому частные решения уравнения (35) отыскиваются 
зависJIЩИМи от этого же nроизведения Х ::: z(,. Одним ю таких частных реше­
ний оказалось 
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t'l-7~) tJ.(z,~) = Pr. ! -- , 
\ 1 +7~ 
где P.(Z) есть полином Лежан.цра 
P.(Z)= 2!n! :.:. (Z2 -1 )", n =0,1, ... 
(37) 
(38) 
и непосреД(:твеиной проверкой показывается, что наря.цу с решением (37) част­
ными решениями уравнеНЮI (35) будуr и все функции 
ll(z r) = U (z У '1 = Р ( 1- z 1~ 1 } (39) 
•'>. о I•'>J , а } у 
+Z1':>1 
если z, и с;~ есть дробио-линейные функции от z и~ ~о. 
z-t 1 ~-t 
z, = l11 + tz , ~. =; 1 + tt.;' (40) 
кажд.ая из которых зависит от трех произвольных коМIШексных параметров t, t, 
l1 -:to: О . Если взять (40) при t е Q, t 1: Q, и подставить в (39), то получится реше-
ни е 
U = G 't т ·z r) = G( ,.. t) = Р (·. (1- z Q(l- t t) + 2xt + 2 ~t) ~ • •• ~ z,~,t, о (l+zQ(l+tt) (41) 
уравнения (35) по каждой паре переменных ~ аиатпическое в (Q х Щ. Это и 
есть функция Римаиа уравнеНЮI (35). 
Задача Д для уравнеНЮI (34), :жвивалекrная задаче Шварца 
U(t t . =a+-~-{~(-l)k-lqJ(k)(O)[ do-1< (~2 -1)"]-о ' 0 ) 2 n 1 ~ -k d~ o-k ':> n. k~l to " 
-(-i)" j(~2 -1)" ~·:~ 1 Ф(~0 )d~} (46) 
Добиться выполнения тож.д.ества U(t 0 , to) =О на дТ можно подбором в формуле 
(46) функции qJ(z) Легко проверяется, что ОДЮIМ ю значений Ф(Z) будет 
Ф(Z) = z . 
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В §7 речь идет об условиях равносильности общей граничной задаче А 
для ЭЛJIИIПИЧескоrо уравнения ( l) в случае области Т с ляпуновекой границей и 
такой же задачей А для гармонических функций. Задача А для уравнения ( l) 
впервые была сформулирована и наиболее полно исследована И.Н. Векуа 
([l],гл . 3). Вот формулировка этой задачи. 
Пусть n - некоторое натуральное число ИJDf нуль и пусть 
a•+•u . 
Uik=дxiдyk' l,k=O,l, .... (47) 
Требуетси найrи регулярное в области Т с Q pemeюre (1), удовлетворяющее 
граничному условшо 
S(u) = f(t), t Е дТ, (48) 
S(u) = i.k!J aik (t)u;_ (t) + J13ik (t, 1:)u;_ (1:) do]. 
где do- элемент дуги в точке 1: Е дТ; aik (t), f{t) - заданные действительные 
функции точки t, непрерывные по Гельдеру на дТ; j}ik(t, 1:)- заданные действи­
тельные функции вида 
p•(t,•)=P:<t.:). O~a~I. 
lt -•1 (49) 
где функции p~(t, t) непрерывны по Гельдеру по t, 1:. 
И.Н. Векуарешал эту задачу, как и ее частный случай задачу Д, на основе 
своего интегрального представления mобого регулярного решения уравнения 
(1); входюцую в него неювесткую голоморфкую в Т функцию он отыскивал в 
виде интеграла типа Коши с часто мнимой rшотностью, для определения кото­
рой ю заданного краевого услови.ч ( 48) получалось сингуrurрное интегральное 
уравнеюrе. 
З.М. Нут эту же задачу переносил на ри:манову поверхность !R, алгебран­
ческой границы дТ и полученную на 91, граничную задачу А для аналитических 
на т. функций предлагал исследовать по схеме И.Н. Векуа. 
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Здесь 11 диссертации, для задачи А с краевым условием ( 48) обсуждается 
только одшt вопрос : может ли эта :1адача А для эллиrтrического уравнения ( 1) 
быть равносильной задаче А для гармонических функций? Доказано, что в слу­
чае звездных областей Т и коммутативности операторов е и S равносильность 
имеет место. 
ЗаiUiючсивс 
~ ~ссертации полученЬl н вьuюсятся на запnпу следующие основные резуль­
таты : 
1. Выделение среди областей с алгебраическими грающами класса одно-
СИJ.Iзных зве:~ областей, для которых задача Д для эллиптических 
уравнений ( 1) и для гармонических функций равносильны. 
2. раз.работка схемы решения за,nачи Д методом симметрии. 
3. Условия: равносильн•.>ети зада•I А для ЭJIJIИЛТИЧескоrо уравнения ( 1) и для 
гармоническ11Х функди:й . 
Автор выражает благодарность своему научному руководитсто профее­
сору Любови Ивановне Чибриковой за постановку задач и всестороннюю по­
мощr. r:ри выполнении настоящей работы. 
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в случае плосхих областей. Казань, 1999/Казан. ун-т- 39с. - Деп . в ВИ­
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